Lycée La Martiniére Monplaisir PT 2025-2026

Devoir Maison 3
Pour le 3 novembre 2025

Exercice 1
(D’aprés Ecricome 2020)

Soit (un)n>0 une suite de réels. Si la série numérique de terme général w,, converge, on dit qu’elle
converge a l'ordre 1 et on note alors (R1.,)n>0 la suite de restes de cette série, autrement dit

+oo
Vn € N, R, = Z U
k=n-+1

Si a nouveau la série de terme général R; , converge, on dit que la série g Uy converge a ’ordre
n=0
2 et on note Ry, la suite de reste de cette série, autrement dit

+oo
VneN,  Ron= Y R
k=n+1

Plus généralement, pour tout entier p > 2, si la série de terme général R,_; , converge, on dit que

la série g uy, converge a l'ordre p et on note alors (R, ,,)nen la suite de restes de cette série :
n=0

400
Rpn = E , Rp_1k
k=n-+1

On peut noter : pour tout n € N, Ry, = u, Le but de cet exercice est d’étudier, sur certains
exemples, 'ordre de la convergence de la série de terme général u,,.

1. Soit @ € R. On considére, dans cette question seulement, que, pour tout n € N*, u, = —

(a) Rappeler la condition nécessaire et suffisante sous laquelle Z U, converge.

n>1
On se place désormais sous cette condition.
(b) Pour tout entier k > 2, justifier que
k+1 4 1 ko
kot k k-1t
(¢) En déduire que, pour tout n > 1
1 1 1 1

< <
a—1(n+1)21 7 T

(d) En déduire que
1

n—;\:i-oo (a — 1)n0‘_1

Rlﬁn

(e) Sous quelle condition nécessaire et suffisante sur « la série g Uy, converge-t-elle a I'ordre
n=1
27
(f) Conjecturer a quel ordre la série E Uy, converge.
n>1

2. On considere, dans cette question seulement, que, pour tout n € N*, u,, = —
nTL

(a) Montrer que la série E Uy, converge.
n>1
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1
(b) Montrer que, pour tout k > 3, uj < 35 puis en déduire que, pour tout n > 2

1
0< Ry <
Ln =9 3n

(¢) En déduire que la série Z Uy, converge a l'ordre 2 et que, pour tout n > 1
n=1

1
0< Ry <
Zn N Y 3n

(d) Montrer que, pour tout p > 2, la série Zun converge a l'ordre p et que, pour tout
n>1
n>1

1
0<R

X {p,n < oD 3n

(e) La série Z R, n converge-t-elle ?

n>1
(="
n+1

3. On consideére, dans cette question seulement, que, pour tout n € N, u,, =

(a) Montrer que la série Z Uy, CONVErge.
n=0
(b) Montrer que

1 n
lim dt=0
n—+oo [ 141

1 1
(¢) Soit N € N, en remarquant que, pour tout k € N; Pl = / t* dt, montrer que
0

N 1 1 N+1
1 —t

Su [ [[E0,

— 1+t o 1+t

(d) En déduire que, pour tout n > 0

R _ /1 (_t)n+1 &
Y A

(e) Montrer par récurrence que, pour tout entier p > 1, la série g Uy converge a ’ordre p

n>=0
et que, pour tout n > 0
1 (_t)n-i-z)
Ry = / B0
’ o (1+1¢)P
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Corrigé
Corrigé de I’exercice 1
1. (a) | La série de Riemann Z u, converge si et seulement si a > 1.
n>1
(b) Soit k> 2
1 1
Pour tout ¢ € [k, k + 1] on a t > k, d’ot, puisque o > 0, m < T
Par croissance de l'intégrale on en déduit que
k+1 k+1
/ v dt < / —dt
koot ko k
C’est-a-dire
k+1 1
/ —adtékfa(k—&-l—k)
k
ou encore .
1 1
/ s o
Et k
a N . 1 1
De méme, pour t € [k — 1,k] on a t < k, d’oli, puisque « > 0, o > T
Par croissance de l'intégrale on en déduit que
k k
1 1
[ owas [
k-1 " k-1 k*
C’est-a-dire .
1 1
Finalement on a bien
k+1 1 kg
/ dtsa s / o dt
ot k k-1t
+oo 1 +o0 1
(¢) Soit n > 1, on sait que les intégrales / Y dt et / — dt sont des intégrales de
n n+1
Riemann convergentes.
Yoo kgl 1 — Remarque
D’apres la relation de Chasles, on en déduit que les séries Z / Y dt et Z / — (fAvant de faire une
k=n+17 k=1 somme infinie d’in-

convergent et que

+oo k )

1 1 1 1
S |
4 e 1% n 1@ a—1(n+1)>

+oo k +oo

1 1 1 1
> / —dt :/ —dt =
- k1 % n te a—1no-1

et

+oo 1 +o00 k 1
Z /7 —dt\zk—ag > /kfltiadt
k=n+1 k=n k=n+1

C’est-a-dire

1 1 < 1 1
a—1(n+1)e-1 570" S 1 pa-t

égalités, il est bon
de vérifier que toutes
les séries concernées
convergent bien
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(d) On sait que
1 1 1 1

S Ripn <
a—1(Mn+1)"1 b a—1no-1

1 1 1
Or ~ —
a—1Mm+1)2"1 notoo v — 1 no—!
équivalents par encadrements,

Ainsi, d’aprés le théoréme de construction des

(e) Pour n € N* on a Ry, > 0 en tant que somme de réels strictement positifs.
D’apres le théoreme de comparaison pour les séries & termes positifs, les séries de terme

général respectifs R; ,, et ——————— sont de méme nature.

( — 1)n>—1

La série de terme général est une série de Riemann qui converge si et

(o — 1)na—1
seulement si o — 1 > 1, ie. a > 2.

Ainsi

La série E uy converge a 'ordre 2 si et seulement si a > 2
n>1

(f) On a vu que la série Z u, converge a lordre 1 si et seulement si o > 1 et qu’elle a
n>1
Pordre 2 si et seulement si o > 2.

On conjecture alors qu’elle converge a 1'ordre p € N* si et seulement si « > p.

En d’autres termes, on conjecture que

La série E uy converge a tous les ordres p tels que p < a.
n>1

2. On considére, dans cette question seulement, que, pour tout n € N*, u, = —
nTL

(a) Pourn >2onan” > n? et donc

. 1 . . o
La série de terme général — est une série de Riemann convergente, ainsi, d’apres le
n

théoréme de comparaison pour les séries a termes positifs,

La série E Uy, converge.
n>1

(b) Soit k > 3, on a alors kIn(k) > kIn(3), d’ott k* > k? et ainsi

Les séries de terme général respectifs uy et 3% convergent. En sommant les inégalités

obtenus on a alors, pour n € N

—+oo —+oo 1
<> we Y g
k=n-+1 k=n+1

— Remarque

Cette inégalité
prouve par ailleurs
aussi que la série

4 Z Un converge par

n=1

comparaison a une
série géométrique
convergente.
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Or

00 1 +o0 1
Z 37 = Z 3i+n+1

k=n+1 =0

+o0o i
1 1
-2 (5)
=0
11
T an 1
3ty 1
13
T 3ntlg
1
2.3"

On a donc bien

1
2.3"

OgRl,n <

11
La série de terme général 23 est convergente en tant que série géométrique (multipliée

par une constante) de raison 3 €] — 1,1[. Ainsi, d’aprés le théoréme de comparaison

pour les séries a termes positifs, la série E Ry, converge. En d’autres termes
n>1

La série E u, converge a l’ordre 2.
n>1

De plus, en sommant les inégalités on a, pour n € N

+oo +oo 11
0< > Bik< D 53
k=n+1 k=n+1
= =X 11 1
Or Z Rir=Ra, et Z = ——. Ainsi

= .
k=n+1 k=n+1 23 4.3

On va procéder par récurrence sur p.

Plus précisément notons A(p) l'assertion
1

n S op.3n

« La série Z u,, converge a l'ordre p et, pour tout n > 1, 0 < R,
n>1

On a déja montré que I'assertion est vraie pour p =1et p = 2.
Soit p € N*, on suppose que Passertion A(p) est vraie.

On a alors 1

n S 2p.3n

Vn € N*, 0< R,

11
La série de terme général 2 3n est convergente en tant que série géométrique (multipliée

1
par une constante) de raison 3 €] — 1,1[. Ainsi, d’aprés le théoréme de comparaison

pour les séries a termes positifs, la série Z R, », converge. En d’autres termes la série
n>=1

Z U, converge a 'ordre p + 1.

n>1

On pose le changement
d’indicet =k —n—1
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De plus, en sommant les inégalités on a, pour n € N

400 +oo 11
0< > Rux< ), 5
k=n-+1 k=n-+1
“+o00 —+ 00
11 1 1 1 .
Or Z R,k:Rp-‘rl,n et Z 2737252.3nzw.A1nS1
k=n+1 k=n+1
1
vn =1, Ong-&-LngW

Ce qui prouve ’assertion au rang n + 1 et acheve la récurrence.

En conclusion

Pour tout entier p > 1, la série Z Uy, converge a l'ordre p et
n>1

1
>l 0< RS 5o

(e) D’apres la question précédente on a, pour tout n > 1, 0 < Ry, ,, < CIETR c’est-a-dire
Vn € N*, 0<Ryn < —

1
La série de terme général T est convergente en tant que série géométrique de raison

1
5 €] — 1, 1]. Ainsi, d’apres le théoréme de comparaison pour les séries & termes positifs,

la série g R, converge.
n>1

(=" (="t —1
3. P N = 0
(a) Pour n € ona T (n+1)(n+2)<

(=1)"
n+1

De plus, la suit
epus,abule(‘ o

1 -
) = ( est décroissante et converge vers 0.
neN neN

Ainsi, d’apres le critére des séries alternées, g Uy converge |.

(b) Pourt € [0,1] onal+¢>1 ainsi

vte0,1], 0<

D’ou, par croissance de l'intégrale

1 oyn 1
0< / dt < / t" dt

1
" 1

O</ dt < ——

o 141 n+1

D’apres le théoréme des gendarmes, on a ainsi

C’est-a-dire

1 n

dt

lim
n—+oo [ 141
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()

Soit N € N, on a
N N
(="
D=
n=0 n:On+1
N

Z ”/lt”dt

n=0
1 N
Jze
1 1— N+1
/ -0
0 1+t

1 1 N+1
1 —t
[ [0
o 1+t o 1+t

)™ dt

On a donc bien

1 N+1
—t
S R
T+t o 1+t
1tN+1

141¢

On sait, d’apres la question 3.(a) que la suite (/
0

1
1
converge vers / ——dt =1n(2).
0

N
d’apres la question 3.(b) la suite (Z un> T+ 1

NeN

00 1 1
;u" /0 g 4=

Pour n € N on a alors

En d’autres termes

“+o0

>

k=n-+1

“+o0 n
=S w-Yu

k=0 k=0

1 1

1 1

_ dt_(/ 1

o 1+t 0 1+t

1 1
(_t)n-i-
= —dt
/O 1+1¢

1/ _ 4\n+1
we [ Cry)
o 1+t

On a donc bien

1(_t>n+1
Vn >0, Rln:/ AL
L A

Pour p > 1, on définit I'assertion A(p)
(7t)n+17

mdt »

1
« La série E u, converge a l'ordre p et, pour tout n > 0, R, = /
0

n>=0

La question précédente nous assure que l’assertion A(1) est vérifiée.

Soit p > 1, on suppose que 'assertion A(p) est vérifiée.

dt) converge vers 0 ainsi,
NEN
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Pour n € N on a alors
k+P
R,k
z =3 / e
t)k+p
dt
/ 1 + t)p
> (—t)kat
- [
t P 1 —(— n+1
/ ( " 4
(1+t)p 1+t
—t)P —¢)nt1+p
/ Py
(1+t)ptt 1+ t)ptL
t)P b(—t)ntitr
B e
(1+t)ptt o 1+t)ptl
( t)p /1 tntltp
dt 1)nte —dt
/ @+ tp+t +(=1) o 1Pt
Pour t € [0,1] ona 1+¢ > 1 ainsi (1 +¢)? > 1 et donc
tn+1+10 it
n+14p
Par croissance de l'intégrale on en déduit que
1 1
gntltp 1
0< / dt <
o (L+t)ptt n+p+2
L n+l+p
Le théoreme des gendarmes nous assure alors que lim ——dt =0
n—+oo Jq (]_—f—t)erl
On en déduit donc que la série de terme général R, ;, converge et que
Ry = / LA
prd o (L+t)ptt
Ainsi, pour n € N, on a
p+1 n = Z Ry N
k=n-+1
+oo n
SDIUAED SN
k=0 k=0
1 1 1
tnt+1+p —t)P —¢)nt+1+p
[ ([ S [
o 1+1t)P o 1+t)P+1 o 1+1t)P
1
—t n+1+p
L[,
o l4+t)pt
On a ainsi prouvé que la série Z u,, converge a l'ordre p + 1 et que, pour tout n > 0,
n>=0
Ly
Ryiin = /0 T dt. En d’autres termes on a prouvé lassertion A(p + 1).
Par principe de récurrence, on en conclut alors que
1 n
(—t) +p
Pour tout entier p, la série Z uy, converge a l'ordre p et, pour tout n > 0, R, ,, = ———dt
>0 " o 1+t)Pt!
nz
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